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Principio dos Trabalhos Virtuais

O principio dos trabalhos virtuais estipula que o trabalho virtual das forcg
externas equivale ao trabalho virtual das forgcas internas. Neste contexto,
a palavra virtual significa que as forgcas e os deslocamentos envolvidos
podem n&o corresponder um ao outro, somente é necessario que as forgas
estejam estaticamente admissiveis e os deslocamentos cinematicamente
admissiveis, em outras palavras, verifica se é compativel com as restricgdes
impostas via apoios externos e ligacdes internas.

Exemplo: Solucdo balanco

Seja bl e b2 comprimentos dos bracos
com Pl e P2 nas extremidades.
Aplicando o principio imaginasse que
um dos bracos saisse do equilibrio
devido a um peso infinitesimal adi-
cionado a um dos bracos.Seja d0sl o
arco descrito pela extremidade do
bracobl e 8s2 o arco descrito pelo
braco b2. Estes deslocamentos séo
gerados devido a um deslocamento .
angular o¢, isto &, d3sl=blde e OW:=P1-0s1l+ P2-0s2

552=-b25¢. 0:=(P1-bl- 50— P2-b2- 5¢)
(P1-b1-P2-b2)-5¢:=0
P1-bl:=P2-b2

Principio do trabalho virtual

Na sua interpretacdo, o principio dos trabalhos virtuais d& origem a duas
formas:

1. Principio dos deslocamentos virtuais

2. Principio das forcas virtuais

Equacédo geral do Principio dos Trabalhos Virtuais utilizando o Método da
Carga Unitéria

6_f ~ds +IXQQd +f —d s —|—f—ds

Desprezando os termos da normal e do cortante por serem muito menores que
o momento e a torcdo para casos bidimensionais

5: _f—d 5

Se é aplicado um deslocamento virtual a um corpo rigido sujeito a um
sistema de forcas em equilibrio, o trabalho virtual total realizado pelas
forcas é igual a zero



Método das Forcas

Na solucdo de uma estrutura hiperestdtica é necessadrio considerar os trés
grupos de condic¢des basicas da Andlise Estrutural:

condicdes de equilibrio, condicdes de compatibilidade (continuidade
interna e compatibilidade com os vinculos externos) e condicdes impostas
pelas leis constitutivas dos materiais que compdem a estrutura.

O Método das Forcgas resolve o problema considerando

0s grupos de condigdes a serem atendidas pelo modelo estrutural na seguinte
ordem:

1° Condicées de equilibrio;

2° Condicdes sobre o comportamento dos materiais (leis constitutivas);

3° Condicdes de compatibilidade.

Na pratica, entretanto, a metodologia utilizada pelo Método das Forcas par:
analisar uma estrutura hiperestédtica é:

Somar uma série de solucgdes basicas que satisfazem as condigdes de equilib:
mas ndo satisfazem as condicdes de compatibilidade da estrutura

original, para na superposicdo restabelecer as condig¢des de compatibilidad:

A estrutura utilizada para a superposicdo de solucdes basicas é,

em geral, uma estrutura isostatica auxiliar obtida a partir da estrutura
original pela eliminacd&o de vinculos. Essa estrutura isostatica é

chamada de Sistema Principal (SP). As forcas ou os momentos associados aos
vinculos liberados s&o as incdégnitas do problema.

Solucdo geral do Método das Forcas:

{30}+[8] {X}={0}

Sendo:

{60} -> vetor dos termos de carga;
[8] -=> matriz de flexibilidade;
{X} -> vetor dos hiperestaticos.

O numero de equacdes de compatibilidade na relacdo matricial é igual ao gr:
de hiperestaticidade da estrutura, sendo que cada equacdo restabelece o
vinculo associado ao hiperestdtico genérico Xi. O termo de carga &i0 é o
deslocamento ou a rotacdo que aparece no vinculo eliminado associado ao
hiperestdtico Xi no caso (0).

O coeficiente 6ij da matriz de flexibilidade é o deslocamento ou a rotacéo
que aparece no vinculo eliminado associado ao hiperestatico Xi provocado
por Xj = 1 no caso (3).
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Aplicacdo em viga com 3 apoios

Sistemas Equivalentes

10.00 kN/m 10.00 kN/m
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Sistema Principal

Sistema Virtual

M:=—0,5-x% 0 £ x L2
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Sistema geral de equacdes
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Dados do problema:

9
E:=200-10

I:=0,001

2 2 4 2
20-x—5-x% J-(—0,5 %) 20-x—5-x )-(0,5-x—2) -
5 10:= d x+ dx=-1,6667-10
- E-T E-T
0 2
2 2
(=0,5-%) (0,5-x—2 -
5 11:= d x+ dx=6,6667-10
0
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X 1:= _6—10

= =25kN
- 5 11

Desta forma nosso novo sistema isostatico assume a seguinte forma:

10.00 kEN'm 10.00 kN/m

bt LD L DL
Ao A JAN

250kN

A solucédo do problema é igual a solucédo inicial com o apoio
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